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Tn acest material sunt prezentate demonstratii ale unor teoreme de geometrie
euclidiand, folosind rationamente bazate pe modelul algebric pentru geometria lui Euclid
(metoda vectoriald).

1 Probleme elementare de geometrie tratate vectorial

Problema 1.1. Linia mijlocie a unui triunghi este paralela cu a treia latura si are
lungimea egald cu jumatate din lungimea aceusteia.

Demonstrafie: Fie ABC un triunghi, D mijlocul segmentului [AB] si E mijlocul
segmenlui [AC]

Avem:

DE = DA+ AE = 5 BA+ 5 AC = 5 (BA + AC) =5 BC

Deci vectorii DE si BC au aceeasi directive, prin urmare || BC . in plus rezulta

DE = 1BC
2

Problema 1.2. Linia mijlocie a unui trapez este paralela cu bazele si are lungimea
egald cu semisuma lungimilor bazelor.
Demonstratie.

[N\
/ \

D C

Fie E, F mijloacele laturilor neparalele [AD], [BC] ale trapezului ABCD. Avem:
EF = EA+ AB + BF si
EF = ED + DC + CF
CumEA+ ED =0 , BF+ CF=10 , iInsumand relatiile de mai sus, deduce

2EF = AB + DC 1)



Vectorii AB, DC au aceeasi directive si sens, prin urmare EF are aceeasi directive si
sens cu Zﬁ, ceea ce implica EF || AB. Vectorii avand aceeasi directive si sens, din relatia
(1) rezulta egalitatea lungimilor, adica:

EF = % (AB +DC)

Problema 1.3.Medianele unui triunghi sunt concurente.

Demonstratia : Fie A', B', C' mijloacele laturilor triunghiului ABC.

A

B A C
Deducem:
— 1 1
AA"= 5 AB + 5 AC
— 1 1, 1 1, 1
BB=§BA+§BC=—EAB+§(BA+AC)=—AB+§AC

Fie G = AA' N BB'.

Vectorii AG simﬁind coliniari, exista « > 0 astfel NCat AG = « ﬁ, adicd AG =
= (AB + AC).

Vectorii BG si BB fiind coliniari, existi § > 0 astfel icat BG = B BB, adici BG =
B (—AB + S AC).

fnsd AB = AG + GB. Deducem:
AB = 3 (AB + AC) — B (—AB + S40)

Echivalent cu :

Gep-1)a+(3-L)ac=1
2 2 2
Vectorii AB, AC fiind necoliniari, din ultima relatie rezulta:
«
E + p ; 1=0
a
27277



A : 2
Rezolvand sistemul se obtine x = f = 5.

Prin urmare
AG = 2 A )
BG = - BB
K
Considerand apoi {G’} = AA’ N CC’ si rationand similar, se obtine:
AG' =2 A4 3)
G=2cC
K

Deducem AG = TG’, adica G = G’, ceea ce implica concurenta dreptelor AA’, BB’, CC’.

Relatiile (2), (3) determina pozitia punctului G pe fiecare mediana. Spre exemplu

B

AG = % AA" rezulta GA' = % AA', de unde formularea cunoscutd “centrul de greutate G

este situate pe mediana la o treime de baza si doua treimi de varf”.
Problema 1.4 (Teorema cosinusului) Tn orice triunghi ABC, cu lungimile laturilor a,
b, c, avem :
b% + ¢? — a?
2bc

Demonstratie: Aplicand definitia produsului scalar, deduce:

cos BAC =

_ (AB,AC)
cos BAC —_—
l4B] - [lAc]

deci cos BAC = i . (AB,AC)

Din BC = BA + AC deduce:

a? = (BC,BC) = (BA+ AC,BA + AC) = (BA,BA) + (AC,AC) + 2(BA,AC) = b*+
c2 + 2(BA, AC) rezulta:

b%?+ ¢? — a3

AB, AC) =
(4B, AC) _

Se obtine apoi:

5AT b? + c? — a?
cos =
2bc

Problema 1.5.1n orice A ABC cu lungimile laturilor a, b, ¢ si m, lungimea medianei
din A, avem:

2 _ 2(b%+c?)-a?

m3 = 2L (),
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Demonstratie: Notam cu M mijlocul laturii AB. Din 2AM = AB + AC deducem
4AM? = AB* + AC* + 2AB-AC (1); dar 2(AB, AC)= 2-AB - AC cos(BAC) =
2cb cos A si din teorema cosinusului 2bc - cos A = b? + ¢? — a?. Tnlocuim in (1) se obtine

4m?2 = 2(b? + c?) — a?.

Obs. Formula (*) se mai numeste si <prima teorema a medianei>>.

2 Puncte importante in tiunghi si relatii vectoriale

Teorema 2.1 G este centrul de greutate al triunghiului ABC daca si numai daca
GA+ GB+ GC=0
Demonstratie:
Pentru demonstrarea teoremei se considera mai intdi cazul in care G este centrul de
greutate al triunghiului ABC. Considerand D simetricul punctului G fata de A; mijlocul
segmenmtului [BC], implica DG = GA s CD = GB. Rezulta CD + DG + GC = 0,

echivalent cu GB + GA + GC = 0.

Fie acum G, astfel incat G'A+ G'B + G'C = 0. Se va arita ci G’ coincide cu G. Intr-

adevar
GA= GG+ GA
GB= GG+ GB
GC= GG+ GC

—_—

Deci G'A+ G'B+ G'C=3GG+ GA+ GB + GC,deunde G'G = 0, adici G’ =G
Observatii :
1. Se observa ca demonstratia poate fi generalizata la poligoane. Punctul G este centrul

de greutate al unui poligon A1Ax...An daca si numai daca G—A{ + GA, + -+ GA, =

0.
2. In cursul demonstratiei s-a aratat ca pentru un punct M din planul triunghiului ABC,
exista relatia MA + MB + MC =3 MG (relatia lui Leibniz).
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Teorema .2.2 (teorema lui Pappus) Fie un triunghi ABC si punctele M, N, P situate pe

BC, AC respectiv, AB astfel incat:

BM CN AP

MC - NA_ PB "
Atunci triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de greutate.

Demonstratie:

Din seria rapoartelor egale deducem:

AN—mAC, CM_k—-I-1CB' BP_k—-I-lBA

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Se va ardta ca G este centrul de greutate si
pentru triunghiul MNP. Pentru aceasta este suficient sa se demonstreze ca:

GM+ GN+ GP= 0
Dar:

De unde rezulta:
—_— e —_— —_ g —_— k —_— g —_—
GM + GN + GP = GA+ GB + GC+k—+1(AC+ CB + BA)
Adica:
GM+ GN+ GP=0
si demonstratia teoremei este terminata.
Observatie: Teorema lui Pappus se poate generaliza construind in exterior pe laturile

triunghiului, triunghiuri asemenea cu cel dat. Triunghiul determinat de cele trei varfuri din

exterior are acelasi centru de greutate cu triunghiul ABC.

Teorema 2.3 In orice triunghi iniltimile sunt concurente
Demonstratie:
Fie 1ndltimile AM si CP si H punctul lor de intersectie. Se uneste B cu H si se
prelungeste segmentul [BH] pana in N € AC. Atunci
BC = HC — HB, AB = HB — HA.
Relatiile AM L BC si CP L AP sunt echivalente cu
HA -(HC- HE)=0, HC -(HB- HA)= 0.

Aceste doua egalitati implica HB - (m — m) =0 , adica HB - CA = 0sauHN L CA.



Teorema 2.4 (teorema lui Sylvester) Dacd O si H sunt centrul cercului circumscris,
respectiv ortocentrul unui triunghi ABC, atunci are loc relatia : OH= 0A+ OB+ OC .
Demonstratie:
In cazul cand triunghiul ABC este dreptunghic relatia este evidenta. De exemplu daci
m(/i) = 909 atunci H = A si O este mijlocul lui [BC], iar relatia se reduce la 0B + OC =
0.

S A vk

S0

Fie D punctul diametral opus lui A in cercul circumscris si P mijlocul laturii [BC].
Patrulaterul BHCD are laturile opuse paralele (BH L AC si DC L AC, deci BH || DC;
analog, CH L AB si DB L AB, deci CH || DB), deci este paralelogram. Rezulta ca mijlocul
diagonalei [HD] coincide cu mijlocul P al laturii [BC].
Tn triunghiul AHD, OP este linie mijlocie, deci AH = 20P. Cum OB = OC rezulti
0B + OC = 20P, deci OB + O0C = AH sau OB + OC = OH — 04, de unde
0A+ OB+0C = OH .
Teorema 2.5 Intr-un triunghi centrul cercului circumscris, centrul de greutate si
ortocentrul sunt puncte coliniare.
Demonstratie:
Fie ABC un triunghi si O, G, H punctele specificate. Din relatia lui Leibniz avem
3MG = MA+ MB + MC
Pentru M = O se obtine ca
30G = 0A+ OB+ OC = OH
Asadar vectorii 0G si OH sunt vectori coliniari, deci punctele O, G, H sunt puncte coliniare
si
GH = —2G0

Observatie: Dreapta pe care se afla punctele O, G, H se numeste dreapta lui Euler.



Teorema 2.6 Fie ABC un triunghi cu O este centrul cercului circumscris, H

ortocentrul si O’ mijlocul segmentului [OH] . Atunci are loc relatia :

04+ 0B+ 0C =200

Demonstratie:

B D C
Notam Cu L mijlocul segmentului [AH]. Rezulta ca in triunghiul AOH, O’L este linie
mijlocie si 0L = %E‘l) Din triunghiurile OBO’ si OCO’ se obtin egalitatile:

0B=0B—- 00 si 0C= 0C— 00
Folosind relatia lui Sylvester se obtine:

00'=§0H=§(§1’+ 0B + 00)

si rezulta ca

3 Teoreme clasice cu demonstratii vectoriale

Teorema 3.1 (teorema bisectoarei) : Bisectoarea interioara a unui unghi din triunghi
imparte latura opusa In segmente proportionale cu lungimile laturilor unghiului.
Demonstratie:
Fie [AD bisectoarea unghiului BAC, D € [BC] si k = %. Atunci DB = —k DC.
Deducem:
DA+ AB = —k (DA+ DC) & AD (1+k) = AB + k AC
de unde rezulta

— 1 k —
AD = ——AB+ ——A 1
1+k +1+k ¢ @

Din egalitatea unghiurilor BAD si CAD deducem cos BAD = cos CAD, de unde rezulta



(AB,AD) _ _(AC,AD) _ (AB,AD) _ (AC,AD)
|4B| - [l4D]| - |lac]| - 4] [l4B]| l4c]

(2)
Tinand seama de expresia (1) a vectorului AD deducem:

—_— —— 1 —_— —— k —_— —
(AB ,AD) = T+ k (AB ,AB) + 17k (AB ,AC)

1 k S
— 2 . .
= 1+kAB + 1+kAB AC - cosBAC

Analog

—_— —— 1 —_— — k —_— —
(AC,AD) = 1 (AB ,AC) + 7 (AC, AC)

1 ok
= — _AB -AC - cosBAC + —— AC?
1+k CsPACF Tk

Inlocuind in (2) rezulta:

1 k N 1 __ k
]_-l-_kAB+ ].-i-_kAC - cos BAC = mAB - cosBAC + ]_-l-_kAC

De unde :
(AB —k -AC)(1 — cosBAC) =0
Cum cos BAC # 1, deduce AB — k - AC = 0, adica
AB

YTl k
Prin urmare:
DB AB
DC~ AC

Teorema 3.2 (reciproca teoremei bisectoarei) Fie A ABC si un punct D situat pe

latura (BC), astfel incat % = %. Sa se arate ca (AD este bisectoarea unghiului A.

Demonstratie:
Notim k = == 22 p € (BC)
DC  AC

Deducem DB = —k DC, de unde DB = —~ BCsauBD = — BC (1)
1+k 1+k

Fie D' € (BC) astfel incat [AD’ este bisectoare. Aplicand teorema direct rezultd

—_—

D'B = —kD'C,deunde BD' = li—k BC (2

Din (1) si (2) rezultd BD = BD' adicaD = D’, deci [AD este bisectoarea unghiului BAC.
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Teorema 3.3 (teorema lui Menelaus):
(Varianta vectoriald) Fie triunghiul ABC si punctele M € AB, N € BC si P € AC. Daca
punctele M, N, P sunt coliniare, atunci:

WA NB PC_
MB NC PA
Demonstratie.
s ..o _ MA _ NE __ PC
Notam.p—ﬁ,q—m,r—m

Consideram reperul cartezian R = (A, {AB, AC}); Tn acest reper, pentru care triunghiul
ABC este triunghi fundamental, avem A(0,0), B(1,0), C(0,1).

Din MA = p MB rezulti AM = —AA — 4B = —2 4B, deci M (-2 ,0)
1-p 1-p 1-p 1-p
Din NB = q NC rezulti AN = — AB — —-L4C, deci N (— ,— -1
1-q 1-q 1-q 1-q
Din PC = r PA rezulta AP = —AC — ——A4A = —— AC, deci P (0,—)
1-r 1-r 1-r 1-r

Punctele M, N, P sunt coliniare daca si numai daca

p
- 0 1
1-p

1 q

— —— 1|=0
1—-¢q 1-g¢q

0 1

1-7r

P q 1 P _
1—» 1-¢q G-pa-nta-—pa-n_"
©opg(1-r+1-p+p(1—-q)=0

=pq—-pqr+1-p+p—-pqg=0
Spgr=1
Teorema 3.4 (teorema lui Ceva)
1. (Varianta vectoriald) Tn AABC, fie M, N, P pe laturile (AB), (BC), (AC). Daci

AN, BP, CM sunt concurente, atunci

MA NB PC
MB NC PA
Demonstratie:
- MA NB PC
Notam : p = == 0= 7= =
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Coordonatele punctelo M, N, P fata de reperul R = (4, {AB, AC}) se determini printr-
un rationament similar cu cel din demonstratia teremei lui Menelaus. Se obtine: (— % ,0)
1 q 1
N~ PO

Ecuatia dreptei AN se scrie :

X
T =g Sqx+y=0 (1)
I-q 1-9¢
Ecuatia dreptei BP se scrie :
x—1
— = e xty(1-1-1=0 )
1-—r
Ecuatia dreptei CM se scrie :
x—1 y-1
5 = -7 ©@-px-py+tp=0 (3)
I-p

Dreptele AN, BP, CM sunt concurente daca si numai daca sistemul format din ecuatiile (1),
(2), (3) are solutie unica in (x,y) adica

q 1 0

1 1—-r -1
1-p -p p
Valoarea determinantului de mai sus este:

=0

pq(1—-1r)—(Q—-p)—qp—p= —pqr—1

Deducem ca dreptele AN, BP, CM sunt concurente daca si numai daca pqr = -1
4. Probleme de trigonometrie rezolvate vectorial

Problema 4.1. Teorema cosinusului sau teorema lui Pitagora generalizatd: In orice

triunghi ABC cu elementele a, b, ¢, A, B, C are loc relatia: a? = b% + ¢ — 2bc - cos A.
Demonstratie: Din BC = AC — 4B folosind proprietatile produsului scalar obinem

BC? = AC? + AB? — 24B - AC sau a? = b? + ¢2 — 2bc - cos A, cici AB - AC = cb cos(<

AB, AC).

a’> = (BC,BC)) (AC — AB ,AC — AB) = (AC ,AC) + (AB,AB) — 2(AB ,AC) =

= b2+ ¢ -2 (AB,AC)

insi (4B ,AC) = ||AB||- |AC|| - cos (4B ,AC) = 2bc cosA.

Se obtine a®? = b? + ¢? — 2bc cos A

12



B C

Problema 4.2 Teorema sinusurilor: Tn orice triunghi ABC cu elementele a, b, ¢, A,

B, C are loc relatia:

a b c

sin A - sin B - sinC
Demonstratie: Fie A ABC si directiile d; L AB, d, L BC de versori ¥ si u. Notam
BC=dCA=bBA=¢=¢=d+b; inmultim cu 1 =%-¢=1u-d+u-b aplicand
definitia produsului scalar obtinem 1-c-cos(i,¢) =1-a-cos(@, @)+ 1-b - cos(q, B)
- - Vs . . = =2\ E _ . - 7 _ E _
(1). Dar cos(u,&) = cos (; — B) = sin B; cos(4, @) = cos - = 0; cos(i,b) = cos (2
c

M . . . . b - > - - - g -
C) = sin C si atunci (1) = csinB = bsmC=>5inB=5inC apoic-v=a-v+b-v=

b _ a
sinB  sind’

0 =acos(§+B)+bcos(§—A) sauasinB = bsinA,

d
d, ?
v u A
B &

QL
o

5. Probleme de loc geometric rezolvate vectorial

Problema 5.1 Fie punctele O, A fixate in plan. Se cere locul geometric al punctelor

M din plan pentru care 04 - OM = k (constant).
Solutie: Notim cu £ = {M | (O—M,O—/f) = k}

Fie M € L si M’ proiectia punctului M pe dreapta OA.

13



Din ipotezd avem (OA , OM) = k. Folosind definitia produsului scalar, avem:
(0A,0M) = ||0A]| - |oM|| - cos MOA = ||OA|| - lloM']| = 0A - OM’
Prin urmare -OM' =k , deci OM' = % = constant. Rezultad ¢ca M’ este un punct fix.

Atunci M se poate proiecta in M’ fix, numai dacd M se deplaseaza pe o perpendiculara pe

OA si acesta este locul geometric cautat.

Problema 5.2 Fie punctele fixe A, B in plan. Se cere locul geometric al punctelor M

din plan astfel incat MA - MB = k (constant).
Solutie: Fie L = {M | (MA - MB) = k}. Fie O mijlocul segmentului [AB], deci:

_  ——

1,
A0=OB=§AB

Avem MA = MO + OAsi MB = MO + OB
Deducem:

— —

(MA,MB) = (MO + OA,MO + OB) = (MO — 7,MO+ 7>:

= (MO ,MO0) — i (AB ,AB) = M0?* — 2 AB?
Daca M este un punct al locului geometric £, atunci :

1
k= M0?— ZABZ

Adica:
MO k + AB”
a 4
este constant §i se poate determina pentru
BZ
k+ — >0
4
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2
Punctul O fiind fix, rezulta cad M apartine cercului cu centrul O si raza ’k + A%.

Prin urmare, locul geometric L este :
i) Multimea vida daci k > — iAB 2

i) Punctual O daci k = — - AB?

2
iii) Cercul cu centru O si raza /k + A% altfel.

A = B

Problema 5.3. Fie A, B doua puncte fixe distincte si k constanta reala. Gasiti locul

geometric al punctelor M astfel ca MA2 — MB? = k.
Soluie: Fie O mijlocul lui (AB). Notam £ = {M | Ma2 — MB? = k}. FieMe £,
deduce 2 MO - AB = k . Rezulti:

5= [14B]| - |[M0]| - cos(4B ,M0) = 4B - oM

Unde M’ este proiectia lui M pe AB. Deducem :
oM’ = L tant
= 5g = constan
Prin urmare pozitia punctului M’ este fixd pe AB
%
A (0] B
K
hp

Problema 5.4 Fie A, B doua puncte fixe in plan si k o constanta pozitiva. Sa se

determine locul geometric al punctelor M astfel incat MA%2 + MB? = k.

Solutie: Notdm cu £ = {M | MA? + MB? = k} . Fie C mijlocul segmentului [AB].

2
DacdaM € L atunci MA*> + MB? = 2MC?* + % si deci M apartine locului geometric cautat

15



2 2
&k =2MC? + a? unde am notat AB = a = M(C? = %(k — a?) i) Dacid a? > 2k, locul
geometric este @. ii) Dacd a? = 2k, locul geometric se reduce la punctul C. iii) Daci a? <

2k—a?

2k, locul geometric este un cerc de centru C si raza

6 Probleme date la olimpiadele scolare rezolvate vectorial

Problema 6.1 Fie ABCD un patrulater inscriptibil si M un punct pe cercul circumscris
acestuia, diferit de varfurile patrulaterului. Daca H,,H,,H;,H, sunt ortocentrele
triunghiurilor MAB, MBC, MCD si MDA, iar E, F mijloacele segmentelor (AB) si (CD),
atunci:

a) H,H,H,H, este paralelogram;
b) H,H, = 2EF.

Solutie: Folosim vectorii de pozitie fata de O.

_— —

Avem: HiH,=r, -1, =@y +rg+1c)—(ry +ry+r5)=r. —r, =AC. Analog

2

H,H, = AC. Deci H,H, = H,H,. Tn concluzie, H,H,H,H, este paralelogram.

_— — — —

b) H,H, =E—rH1 =r, —Ig +1; —r_,;=§f+ﬁ=2§:
Problema 6.2 Fie ABC wun triunghi, G centrul de greutate si

M € (AB),N € (BC),P < (CA) astfel incat AM = BN = cP . Notam cu D, E, F centrele de
MB NC PA

greutate ale triunghiurilor AMP, BMN, CNP. Si se arate ca:
a) triunghiurile ABC si DEF au acelasi centru de greutate;
b) pentru orice punct X al planului, avem : 3XG < XD + XE + XF < XA+ XB + XC.

Solutie: a) Fie % =k . Fata de un punct O,

— r,+kr, — r,+kr. — 1. +kr,
y, =—-—2=2r, ==-—% 1, =-—2" Daci G, este centrul de greutate al
1+k 1+k 1+k

triunghiului DEF, iar G al triunghiului ABC, atunci

r—_rD+rE+rF _rA+rB+rC+2(rM +rN+rP)_rA+rB+rC
. = = =
! 3 9 3

=r;.
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b) 3XG = XD + XE + XF. Deci 3XG = |XD + XE + XF| < XD + XE + XF (inegalitatea este

—_—

stricta deoarece XD, XE, XF un sunt coliniari).

XD <%(XA+ XM + XP), XE <%(XB+ XM + XN), XF <%(XC+ XN + XP).

M < JATKXB i (XBHKXC o (XCHKRA L D 4 XE + XF < XA+ XB + XC.

1+k 1+k 1+k
Problema 6.3 Spunem ca o multime A de vectori nenuli din plan are proprietatea (S)
daca are cel putin trei elemente si (V) ueA (EI)\7, We AV#WU=V+W.
a) Aratati ca pentru orice N > 6, existd o multime de vectori nenuli, care are proprietatea (S).
b) Demonstrati ca o orice multime finita de vectori nenuli, care are proprietatea (S), are cel

putin 6 elemente.

Solutie: a) Pentru n = 6 consideram A= {OMl,OMZ,...,OMG}, unde M,;M,...M; este

—_—

hexagon regulat de centru O. Demonstram inductiv. Fie A= vl,vz,...,vn} o multime de n

vectori care are proprietatea (S). Construim o multime cu (n + 1) vectori, care are aceeasi

—_—  —

proprietate. Daca v, +V,,V, +V,,...,V, +V

n

sunt din A, cum sunt distincti, diferiti de v, , rezulta:

—_—

{\71 +V,,V, + Vs,V +V, }: Vo, VsV, }, de unde urmeaza ca

-

(\Z+\Z)+(\Z+\Z)+...+(\Z+\Z):\Z+\Z+...+\Z:\71:0, fals. Prin urmare, exista

i €{23,...,n} astfel incat v, +V; ¢ A, multimea Vl\Z\Z\Z+\Z} (cu (n + 1) elemente)

are prorietatea (S).

b) Fie A= iOXl,OXZ,...,OXn}. Alegem douad axe, de versori uv, neparalele cu nici unul
dintre vectorii O—XI . Rezulta: OX, = aka+bk v, a,,b, #0.
Multimea M = {a,,a,,....,a, } are aceeasi proprietate cu (S).

Fie a e M, cel mai mic element. Atunci exista b, ¢ diferite, b, ¢ <0 astfel incata=b + ¢
(daca b > 0 sau ¢ > 0, a nu poate fi cel mai mic element). Rezulta ca M contine cel putin trei
numere negative. Considerand cel mai mare element din M, gasim cel putin trei numere
pozitive Tn M. Rezulta n>6.

Problema 6.4 Fie ABC un triunghi nedreptunghic, H ortocentrul sau si M;,M,, M,

respectiv mijloacele laturilor BC, CA, AB. Fie A,B,,C, simetricele lui H fata de
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M, M,,M,,iar A,,B,,C, ortocentrele triunghiurilor BA.C, CB,A si AC,B. Demonstrati

ca:
a) triunghiurile ABC si A,B,C, au acelasi centru de greutate;
b) centrele de greutate ale triunghiurilor AA/A,, BB,B, si CC,C, formeaza un triunghi

asemenea cu triunghiul dat.

Solutie: Tn raport cu O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC,
My =T+l +1c
Din a + a; = Za rezulta ca a = (g + E) - (r_; +E + E) = —a , deci A, este simetricul
lui A fata de O. Rezulta ca A, A,, A, e C(O,R).
a) Fie G, centrul de greutate al triunghiului A,B,C, si G centrul de greutate al triunghiului

ABC. Atunci avem: .

—_—

1— — — 1 - — — —
rGZ:é(rA2+rBz+rCZ):§(rB+r +re 4T+

—_—

—_ —- — — 1 —_ - —
A E‘1+rA+rA+rcl+rB):§(rA+rB+rc).
(am folosit r, =-r, etc.). Rezultd G, =G.

b) Fie G, centrul de greutate al triunghiului AA A, .

_ — —_—  —

. p——— - - — — 2= — 2= .
Atunci GG =15, — 15, :g(rB +lg +lg —Ta =Ty —rAz):g(rA—rB):EBA si

analoagele.
< 2
Rezultd asemanarea de raport 3

Problema 6.5 Fie ABCD un patrulater convex, M mijlocul lui AB, N mijlocul lui BC,

E punctul de intersectie a dreptelor AN si BD, iar F punctul de intersectie a dreptelor DM si

AC. Aratati ca daca BE = % BD si AF = % AC , atunci ABCD este paralelogram.

Solutie: Fie NE’; = G, gf = \7, ﬁ = aﬁ + b\?, Cu a si b numere reale. Rezulta:

ﬁ=(a+1)ﬁ+(b+1)\7,m:a+%(,,A—E'= a+3- b+l-

Din E,m coliniari
3 3

deucem:

a—2b+1=0. Analog din ﬁ,w coliniari urmeaza ca2a+b +2=0.Rezultaa=-1;b

= 0. Tn concluzie, CD = BA.
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Problema 6.6 Fie triunghiul ABC si punctele M pe (AB), N pe (BC), P pe (CA), R pe

(MN),Spe(NP)siTpe(PM)astfeITncétﬂ:ﬂ:g:ﬂ,%:N—S:ﬂzl—l,
MB NC PA RN SP TM

Ae€(0)).
a) Sa se arate ca triunghiurile STR si ABC sunt asemenea.

b) Sa se determine A astfel incat aria triunghiului STR sa fie minima.

— — — L+l-Ar, n,+0-r
Solutie: a) Fatd de un punct O, avem: RT =r, —r, = p + A=Ay Ny + A=y :

2-1 2-1
) — r: + /”LE : .. <
Deoarece are loc relatia I, = Y si  relatille analoage, rezulta:
+
_— _— — 2 —_— _— —_—
RT =tBC,t = ;’;—”2 >0. Analog avem: TS = tAB, SR =tCA.
+ J—

Deci triunghiurile STR si ABC sunt asemenea, raportul de asemanare fiind t.
b) Raportul ariilor celor doud triunghiuri este t, deci aria triunghiului STR este minima daci

t este minim.

Din 1+t)2* —(1+t)4 +1—2t=0,A20:>te(—oo,—1]uE,oo] Rezultd t_,, :% pentru

1=t
2
Problema 6.7 Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se considera punctele D si

E, astfel incat

—_— —_— —_ —_— -

DA+ DB+ EA+ EC =0. Fie T intersectia dreptelor DC si BE. Sa se determine « € R astfel
incat
TB+TC = aTA.

Solutie: Observam ca vectorii DA+ DB si EA+EC au directiile vectorilor necoliniari
AB si AC , deci suma lor este vectorul nul daca si numai daca ambii sunt nuli. Rezulta ca
D si E sunt mijloacele segmentelor (AB) si (AC), deci T este centrul de greutate al
triunghiului ABC. Din TA+TB+TC =0 rezultd o =-1.

Problema 6.8 O dreapta care trece prin |, centrul cercului inscris in triunghiul ABC,

taie laturile AB si AC in P si Q. Notam BC = a, AC = b, AB =, % = p’% =4

a) Aratati ca a(l+ p)ﬁ’ =(a- pb)ﬁi — cpE :
b) Aratati ca a = bp + cq.
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¢) Aritati ci daca a® = 4bcpq, atunci dreptele Al, BQ si CP sunt concurente.

Solutie: a) Din (p +1)ﬁ; =B+ pﬁ si aAl +bBI +cCl = 6, rezulta concluzia.

b) Avem: a(l+q)IQ = (a—cq)IC —bgIB. Din P, I, Q coliniare, rezulti a_bpb Sl U
~bg a-cp

deci
(@—pb)(a—cp) = bepg.
¢) Din a® =4bcpg = (bp +cq)® = 4bcpg = bp =cq si din reciproca teoremei lui Ceva

rezulta concurenta ceruta.

Problema 6.9 Fie ABC un triunghi dreptunghic in A si M un punct pe (AB) astfel
~ . AM g : 5 D o e . . <
incat B =33 - 4. Si se determine masura unghiului B stiind ca simetricul lui M fata de

mijlocul segmentului Gl apartine dreptei AC.

Solutie: Tn raport cu un punct O, avem: a:—kB unde k =3v3-4,

PRI Rl F»:arA+er+ch

5 = : . Fie M’ simetricul lui M fata de mijlocul lui (Gl).
3 a+b+c

Rezulta a+a :E+ﬁ.
Din faptul ca M’ este situat pe (AC) urmeaza ca r,,. = xr, + (1—x)r. , deci avem:

M+l t+ile | ar, +brg +cr. ] r,+krg

= Xa +@1- X)E , de unde obtinem

3 a+b+c 1+k
1 + a___ K =0= b = 3-8 , de unde, tindnd cont si de teorema lui
3 a+b+c k+1 a+b+c 6
Pitagora, rezultd ¢ = ¥ b= g si masura unghiului B egala cu 30°.

Problema 6.10 Fie ABCD un patrulater convex si E punctul de intersectie a dreptelor
AD si BC, iar | punctul de intersectie a dreptelor AC si BD. Daca triunghiurile EDC si IAB

au acelasi centru de greutate, atunci AB || CDsi IC* = IA- AC.

Solutie: Alegem reperul cu originea in I, deci E = nr, E = mg, Cu m, n numere
reale.
Din E, B, Csi E, A, D coliniare rezulta r, = xr, +n(l—X)r, = yr, + (- y)mr, , iar de aici
urmeaza can(l—x) =ysix=(1-y)m.

Cum triunghiurile EDC si 1AB au acelasi centru de greutate, avem:
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re +mrg +nr, =r, +r;,deci xry + l—x)nr, +mry +nr, =r, +r; => @A-x)n+n=1,x+

m=1.
Din relatiile deduse gisimm =n, n® +n—1=0. Astfel, CD= E —E = m(g —H) = mﬁ,

deci

AB || CD sim<0.

oin 28 A __
CD IC

2
m2+m—1:03%—%—1:0:CI2—CI Al —AlI? =0=CI? = AI(Al +CIl) = Al - AC.
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