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1 Inegalitatea Cebasev

Fie avay - an,bl,b2 .......... bn eR.

@b+ a,b,++a.b) = @+a,++a)Xb+h,++b.)
cu egalitate daca a; = a, = --- = ay,sau by = b, = --- = b,
Demonstratie:
@-a)b,-by)=0=ab+ab;zab;+a;b

Pentru j=1 avem: a:b.+ab,>ab;+a;b

j=2 avem: aibi+a.b.>ab,*a.b,

j=n avem: a:bi+a.b,>ab,+a.b;
Adunand membru cu membru aceste inegalitati, obtinem:

nabrabab,t-+abzab-b) b @+ a)

Pentru i=1 avem:

n a-lbl-"_a-ZbZ—i_"'—Fanbn2 al(b1+"'+bn)+b1(al+....+ an)

Pentru i=2 avem:

n ab,++a.b,za,b,+-+b)+b,(@,++a,

..........................................................................

Pentru i=n avem:

na.b.rab+rab, +anbn2an(bl+ ...... + bn)+bn(al+.......+an)

Adunand aceste inegalitati membru cu membru obtinem:



n+1(

abt-+a,b)= -+ albrrb,)

n+
Deoarece ”>— deducem ca:
n @b+t anbn)z(al+ ----- + an)~(b1+ ..... +b,)

ceea ce reprezinta inegalitatea Cebasev.

Egalul are loc dacd @& =a.==a, sau b=0.==D,.

1.1 Consecinte ale inegalitatii Cebasev

1. Daca & =bipentru orice 1225 &,>9 inegalitatea se scrie sub forma:

2 2 2 2
n @ +a,*-+ay)=(ag+az+...+an) care este echivalents cu:

a1+a2+...+an< af++a§ . . . .
n = n , Ceea ce reprezinta inegalitatea dintre media

aritmetica si media patratica.

1
2. Fie @@ g g>° Deoarece (@i~ a)(g‘g)“’ pentru orice

1,j=1,..,n, atunci inegalitatea Cebasev se scrie astfel:

1 1 1 1 1 1 1
n(a1—+a2—+..+ an—) s(a1+...+ an)(—+...+—) = nzs (al+..+ an)(—+...+—)

A . d, a d, d d,
adica
n <a1+a2+"+an
1 1 1~ n
T,
al a2 an

ceea ce reprezinta inegalitatea dintre media armonica si media aritmetica.

3. Consideram numerele : C=YX XX % X;>0 oricare ar fi i=1,..,n, si

oricare ar fii=1,..,n



Deoarece &5 bi sunt invers ordonate pentru orice i=1,..,n, avem inegalitatea:

a.1b1+ a2b2+"Jr anbn < albn + a2b1+"'+ anb1.inlocuind, gésim:

ceea ce reprezinta inegalitatea dintre media geometrica si media aritmetica.

4. Pentru orice numere reale invers ordonate & &@, S By D,byinegalitatea
Cebaésev se scrie astfel:

Folosind inegalitatea dintre media aritmetica si media patraticaa n numere
avem:

(lel-l-....-i-)(n yn)ZSH(Xf y12+ ..... + Xi y:) (2)
Din (1) si (2) obtinem:

(X1y1+....+)(n yn)zs(xlz+ ..... + Xi:(y12+....+ yi)

ceea ce reprezinta inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz.

1.2 Aplicatii
1. Aratati ca:

a3+b3+ca>a+b+c

a+b’+¢’ 3

;a,b,c>0

Rezolvare: Tnlocuim in inegalitatea Cebasev pe x; cu a?, x, cu b2, x5 cu c?si y,
cua,y,Cub,ys;Cuc



a3+b3+c3>a+b+c
a+b+c 3

Aceasta devine: 3 (a3+b3+c3)2 (a2+b2+czka+b+c) o

2 2 2
Egalitatea se obtine cand @ =" =C" sau cand a = b =c, deci pentrua=b =c

2. Aratati ca:

Rezolvare:

Dupa logaritmare obtinem:

(abc)

3gla" b’ ¢l o(abe) » =
3(a-lga+b-lgh+c-lgc)>(a+b+c)lga+Igh+Igc)

n care recunoastem inegalitatea lui Cebasev aplicata tripletelor la fel de
ordonate (a, b, ¢) si (Iga, Igb, Igc). Egalitatea se obtine atunci cand a=b=c.

3. Aratati ca:

a b c
+ +
b+c c+a a+b

2§;ab£>0
2

Rezolvare:

1

. : : A : (1 1
Folosim inegalitatea lui Cebasev pentru tripletele (a, b, c) si (E’Ha’m

care sunt la fel ordonate si avem:

1) 3( a,b ¢ )2@+b+c)( t .11 J

b+c c+a a+b b+c c+a a+b

Tn inegalitatea :

(@2 + a2+t a2+l +-+b?)2 (aghy+azby+-+anbn)

(Cauchy-Buniacovski-Schwarz),cu g.h <R ,i=1,...,n,

. 1 ~ . .
luam ai:\/;i S ba:K ,oricare ar fi i=1,..,n si X>9 Inlocuind, obtinem:



(X, + X, + +X)(i+i+ +i)>n2
1 A2 X X, X,

In aceasta inegalitate luim X =P+C X, =C+a X;=2+b gj g se transforma in:

(b+c+c+a++a+b)( ! + ! + ! )232c>(a+b+c)( ! + ! + ! 2%

b+c c+a a+b b+c c+a a+c

Din (1) si (2) deducem:

3@ b c .9 a b c .3 ... . .
Gt a0 225 %c T ane Tasp) = 2 ,adicd inegalitatea din enunt.

5. Fie x,y>0cu proprietatea ca x+Yy<1.S3 se arate ca:

x N y
yi—y+1 x?2-x+1

<2

Rezolvare:
Presupunem ca x<y.De aici, impreuna cu inegalitatea din ipoteza obtinem:
y—x)y+x-1)<0
yi+xy—y—xy—x2+x <0
yi—y<x?—x &

yr-y+1<x*—x+1 e

1 - 1
yi—y+1 x?2—-x+1

Conform inegalitatii lui Cebasev, rezulta:

X + y < X + y <2.

2 2 - 2 2
y_y+1 X —x+1 y —x+1 y_y+1

. . X 1 y _ v _
Inegalitatea este stricta deoarece _z =1si— =1 =>x=y=1= x+y=2>1
X —Xx+1 y —y+1

ceea ce contrazice ipoteza.



2. Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz
Enunt:

Pentru orice numere reale & &8, 0:D,byare loc inegalitatea:
2
(& +az+ -+ @b, +by b= (agby+azbo+.....-anbn)

Demonstratie:

1)VVom folosi urmatoarea egalitate, numita identitatea lui Lagrange (care se
verifica prin calcul direct):

(a:+a§+ ...... + ai)(b12+b§+ ....... .eri):(alb1+a2b2+ ______ anbn)2+(a1b2—a2b1)z+
+(a1bz—agba) +---+(an-1bn—anbn_1)

Din aceasta identitate se observa usor ca inegalitatea Cauchy-Buniakovski-
Schwarz se transforma in egalitate daca:

aib.=a.b - abs=asby oo a.ab.=a.b.
dicd atunci cand Q_d_ G
adica atuncil can bl b2 bn'

Deci, datorita identitatii lui Lagrange, inegalitatea Cauchy-Buniakovski-
Schwarz este demonstrata imediat.

(L.Niculescu, Teme de algebra, Editura Cardinal, 1993)

Demonstratia a 2-a. Pentru inceput reamintim principiul inductiei uzuale (cel
folosit in manualul de matematica, clasa a-1X-a): fie a € N si P(n) un predicat
peste N.

Daca P(a) este adevarata si P(n) rezulta P(n+1) , Vn=>a, atunci P(n) este
adevarata pentru orice , n>a..

Si acum, vom arata ca inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz este adevarata
pentru n=2, adica vom arata ca:



(af+a§be+b§)2(a1b1+a2b2)z:ValvazlbllbzeR
< abi+abi+abi+ab.za ai+t2a,a,b.0,+bb;
= albi+alb; -2a,a,b0,20 = (agby—ashy) 20-

Am aratat deci ca P(2) este adevarata (egalitatea are loc daca & _ i)

1 2

Presupunem acum ca , pentru n>0, P(n) este adevarata si sa demonstram ca

P(n+1) este adevarata, adica:

pentru orice  g.--@,.1 Dy Dng € R

2 2
(athitagho+---+ansbnid) =(abi+asbo+....+anbn) +an.bn.*

2a,:bna @b+ a0, -+ a.b) <@+ ay+ -+ a; + by -+ Alabra+
+2 an+lbn+l_ (alb1+ aZ b2 Foo + an bn)

Pentru a finaliza este nevoie sa verificam inegalitatea

@ +ast+a)l +hot b+ aubia+2anabis @b+ ash,+ -+ aub,) <
< (a.12+a.§++ a§+an+l)(b12+b§+ """ + b§+l)

Dupa calcule si reduceri, ea devine:

2(a_b..@bra,b,++a.b)<ac.b; b +-+b)+b..@ +a,++a) <

n+1

adevarata

Deci, inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz, a fost demonstrata cu ajutorul
inductiei matematice. Inegalitea Cauchy-Buniakovski-Schwarz devine egalitate

dacd & &
b,

b, b,
Tn matematica, inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz este utild in mai multe
situatii. In algebra liniara ea se poate aplica vectorilor, in analizi se poate aplica
seriilor infinite sau integrarii produselor, iar in teoria probabilitatilor se poate

aplica variantelor si covariantelor. Inegalitatea pentru sume a fost publicata de
9



Louis Cauchy in 1821 iar inegalitatea pentru integrale a fost formulata initial de
Viktor Buniakovski in 1859 si a fost redescoperita de Hermann Schwarz in
1888.

2.1 Consecinte ale inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz
- i : 1. . .. .
1.Inlocuind ai:\/;i ’bi:K' Xi>9 oricare ar fi i=1,..,n, gasim urmaitoarea

inegalitate:

(X1+XZ+....+Xn).(i+i+....+i]znz -
X1 X Xh

n <X1+X2+""+Xn ,
1 1 1 n

+ +
Xi X ).

ceea ce reprezinta inegalitatea dintre media armonica si media aritmetica.

2. Tnlocuind &= bi=X;, i=1,...,n , gasim:

2 X1+X2+----+Xn<\/X12+X§+----+X§

n(X12+X§+----+X)Z(X1+X2+----+Xn)z<:> < - ;Xi>0

n

ceea ce reprezinta inegalitatea dintre media aritmetica si media patratica.
Inegalitatea devine egalitate daca X.=X==X, .

3. Facind substitutiile bi=aiX: i i=1,...,n obtinem:

2

2
@ +at++adll X aixs -+ alx) (alxg+adxo . +adxy) ©

2

2 2 2
a+ta,t+a, a?+as+..+aj
pentru orice @wdz A, *0 |

Notim p =g’.vi=1..n, f(x)=X"ix<R si inegalitatea devine:

10



plf(xl)+ p2 f(X2)+....+ pn f()(n)2 f( p1X1+....+ annJ
p1+ p2+....+ pn p1+ p2+....+ pn

ceea ce reprezinta inegalitatea Jensen Tn cazul in care functia f este convexa si
p.>0; oricare ar f11=1,...,n.

Un caz particular remarcabil al acestei inegalitati se obtine pentru

P.= P,=+=P,=! si anume: o) )t ) f[x1+x2+”'+Xn]
’ n N n '

2.2 . Aplicatii

1.Aratati ca: X X X X 59 unde X Xo XeXe>0.
ot Xs It Xs SXat X It X

Solutie: Conform inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem:

X1 Xz X3 X4

DX X X Ot XD XXX X CX XN (G g s o  wt x,

2
= (X1t X2+ X3+ X4)
Ne mai ramane de aratat ca:
2
(X1+X2+X3+X4) 2 X B X, X+ X BXa+ X+ XaB X+ X+ X, B X+ X,)
Inegalitate care este adevarata deoarece este echivalenta cu
2 2 2 2 2 2 2
X1 *X2 *X3 *X4 2 X Xot XoXat XsXa* XX = (X1 X2) +(X2—X3) +(X3—Xa) +
2
+ (X4_ Xl) >0
Egalul este atins cand X:=Xo = Xs= X4

2. Fie x,y,z trei numere reale pozitive astfel Incat 11 L1 o Aratati

+x 1l+y 1+z

ca 8xyz<1.

(Gazeta Matematica 5/2007)

11



Rezolvare:
Folosim inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz pentru fiecare fractie din

egalitatea data astfel:

11 1 2 1 1
(E+E+ x)(2+2+;)2(1—|—1+1) o1+ x)(4+;)29<:>ms§(4+;)

Analog :
1
Ty~ 9(4+_)

1.1
1+2 9442

Adunand cele trei inegalitati, obtinem:

i L+i< (12 1+1+_)
1+x 1+y 1+ 9 Xy

- _ 1 1 1 -

Inlocuind 15515y 15, © vom gési:

1+£+126<:>xy+x+y226xyz (1)
X y z

Eliminand numitorii n relatia din ipoteza si efectuand calculele, vom gasi
xy+xz+yz=1-2xyz (2).
Din (1) si (2) obtinem: 1 — 2xyz>6xyz sau 8xyz<1.

3.Pentru orice numere pozitive a,b,c cu abc=1,aratati ca:

w

1 1 1
+ + =
a’b+o) plc+a) cla+b) 2

1 1 . i . .
Solutie: Facand substitutiile a—; b‘; =7 inegalitatea din enunt devine:

2 2 2
X, +Z+ zg,undexyzzl si X,y, z>0.

+
Yy+zZ Z4+X X+Y

Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem:

12



2

[(y+z)+(z+x)+(x+y)]<y Y2 (xayr2)

+Z Z+X X+Yy

2 2 2 .
De aici deducem: (X, Y , 2"y, x+y+z oz
Yy+Z Z+X X+y 2 2

3
2

(Am folosit inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica)

3. Folosirea inegalitatilor in rezolvarea unor ecuatii, sisteme de ecuatii
3.1 Aplicatii

1. Rezolvati ecuatia:
L 2 1) —
(Vx+5)(2+Va?=1) = 4.
Soluzie: x>0
=120 <=> |x|=1 <=> x€(-0,—1]U[1,+0) <=>
<=>x€[1,+)

\/—+—>2s|2+\/x2 1>2,deci (Ve+5)2+Var—1) =24 <=>
<= >(\/’+ =) 2+ VAT =1) =4 dacavx+=2 si2+
Vx2—-1=2 =>x=1
S=1{1
2. Rezolvati ecuatia:

=\/§+\/—1_

Soluie: oricare ar fi a eR—{0}, a? +—>a+—

<=>g*+1>2a®+a <=> a*-a®—-a+120 <=> @-1Da-1)=
0

<=>(a-1)*(a*+a+1)=>0. Egalitate pentrua—l

Pentru oricare ar fi x > 0 x* + — > x? + —>x+= >‘/_+F <=> x*+

x—4=\/§+\/—§ <=>x=1
3. Rezolvati in R sistemul:
x’+u=yz
y2—u=xz
z% = xy
3 +y3+2% +ud=-3

13



Din primele trei ecuatii:
x2+y?+z2=xy+xz+yz =>
=> X=y=Z=>x*4u=x* =>u=0

3 3 3 — __
{x +y*+2z°=-3 => x=y=z=-1
X=y=2

4. Fie x,y € R astfel incét x2 + y2 = x + y + 1. Determinati valoarea maxima
si minima a numerelor X si y.
Solusie: 4x2 +4y? = 4x+ 4y +4 <=> 4x? —4x+1+4y?—4y+1=6

Qx—1)2+Qy-1)2%=6 => {(Zx— D*<6

2y —-1)?2<6
—V6<2x—-1<+6
2x—11<v6  <=>1 15 146
2 < < 2

Analog — - \F <y< 1+2\/g.

3.2 Probleme propuse

1) 2 Sﬁ+u<— oricare ar fi x € [1, +)

unde cu [x] s-a notat partea intreaga a numarului x

2) a) <—+—+ +—<1
n+2

b)1 <+ 4.+ <2 oricarearfin>2
n+1 n+2 3n+1
OV2 + 6+ + Jn(n+ 1) < "2 oricare ar fi n numar natural, n # 0
3) x*—x+ 1 > 0 ,oricare ar fi x numar real
2) \/_ V6 | Y10 \/_ T J2n(2n+1) < n

5 in+1 2

B) X2+ yZ+y2+ 22 +VzZ+x% > V2(x + y + 2), oricare ar fi x,y,z
numere reale

6) x*+x3+x%+x+1>0,oricare ar fi x numar real

7) Dacd a,b,c >0, astfel incat a + b + ¢ =2Vabc, atunci a? + b? + c? > 4v/abc

8) Dacaab,c>0cua+b+c=1,atuncia®+h? +c? < 1.
o o 1:2 2-3 34 999-1000
9) Sasearateca—+ =+ —+ -+ <2-53
3 52 72 19992
10) Oricare ar fi x,y,z > 0 avem:

14



X y Z
x+2y+22+y+2x+22+z+2y+2x
11)abc(a + b +¢) < a* + b* + ¢*, a,b,c numere reale
12) Oricare ar fi x,y,z numere reale avem:
3x2 +3y? + 322+ 12 > 4V/3(x + y + 2)
13) Oricare ar fi a,b,c numere reale, pozitive, nenule avem:

C s atb+c)
b c a 3
14) Demonstrati ca daca x,y, z € (0, +), atunci :
1 1 1 > 3
x+2y+3z  y+2z+3x  z+2x+3y T 2(x+y+z)

3
>
5

15) Aflati numerele reale x cu proprietatea ca |x+1| + |x-1| =2.

15
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